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MG DAU

Fredinand Georg Frobenius (1849 - 1917) la mot nha toan hoc ngusi
Diic ndi tiéng véi nhiing dong goép trong 1y thuyét ham Eliptic, phuong
trinh vi phan va 1y thuyét nhém. Bai toan Diophantine tuyén tinh ctia ong
c6 nhiing ing dung quan trong trong nhiéu linh viic khac nhau clia toan
hoc nhu 1y thuyét s6, 1y thuyét tu dong va t6 hop. Mot vi du noi tiéng clia
bai toan Diophantine tuyén tinh ctia Frobenius 1a "Bai toan doi tién cla
Frobenius": Cho truéc k loai tién c6 ménh gia 1a cac sb6 tir nhién nguyén
t6 cting nhau, xac dinh khoan tién 16n nhat khong thé doi thanh cac loai
tien trén. Ciing c6 nhiéu vi du trong s6 hoc so cap dang nhu: Tim khoin
tién 16n nhat khong thé ddi dugce thanh céc loai tién menh gia 3 xu, 5 xu,

7 xu.

Bai toan Frobenius da dudc gidi quyét cho truong hop hai s6. Ta da
biét cong thitc tinh s6 Frobenius ctia hai s6 tu nhién a, b nguyén to cling
nhau 1a ab — a — b v s6 nguyén duong khong biéu dién duge qua a,b la
1

é(a —1)(b—1). Nhung vi¢c giai quyét vé6i trudng hop nhiéu hon ho#ic bang

3 6 14 vo ciing khé va dén nay van 1a mot bai toan md.

Trong luan van nay, toi trinh bay mot cach c6 hé théong mot vai két
qua quan trong ctia Bai toan doi tién ctia Frobenius. Muc tiéu chinh ctia
luan vin 1a tra 16i cau héi khi nao mot khoan tién cho trude c6 thé déi
thanh nhitng dong tién v6i ménh gia cho trude, xac dinh khoan tién 16n
nhat khong thé doi duge va xac dinh c6 bao nhiéu cach dé déi tien. Chinh
vi vay, ching toi da chon dé tai “Bai toan doi tien ctia Frobenius” lam cht

dé nghien cttu cho luan van.

B6 cuc ctia luan vin gom mdé dau, hai chuong, két luan va tai lieu tham

khao.

Trong chuong 1, chiing t6i gi6i thieu so luge vé bai toan doi tién cta



Frobenius, trinh bay cong thitc Frobenius cho truong hop hai s6 va két qua
ctia Sylvester. Bai toan Frobenius cho hai dong xu va chiing minh dinh 1y

clia Sylvester cling dugc trinh bay ¢ phan cudi Chuong 1.

Chuong 2 trinh bay mot s6 két qua vé truong hop dac biét clia bai toan
Frobenius cho ba s6 va cho céac tap dac biet. Cudi chuong nay chiing toi co

trinh bay hai vi du thuc té tuong tu véi bai todn doi tién ctia Frobenius.

V6i tinh cAm chan thanh, tac gia xin dugc bay t6 long biét on dén
truong Pai hoc Khoa hoc — Dai hoc Thai Nguyén, Phong Dao tao, Khoa
Toan — Tin, quy thay co gido gidng day 16p cao hoc Toan K10 da tan tinh
huéng dan, tao moi dieu kién cho tac gid trong suét qua trinh hoc tap,
nghién ctu va hoan thanh luan van.

Dic biét, tac gia xin bay t6 long biét on sau sic dén TS. Hoang Leé
Truong, ngudi thay truc tiép gidng day, huéng dan khoa hoc. V6i nhitng
kién thitc, kinh nghiém quy bau, thay da an can chi bdo gitp dd tac gia
tu tin, vugt qua nhing khé khin, tré ngai trong qué trinh nghién ciu dé
hoan thanh luan van.

Xin dugc bay t6 long biét on clia téc gid dén cac ban hoc vién, cac dong
nghiép, ngudi than da dong vien, gitp ds, tao diéu kién thuan lgi dé tac

gia hoan thanh khoéa hoc.

Xin chan thanh cam on !

Tac gia

Nguy Phuong Hoai



Chuong 1

N\

Bai toan doi tien cua Frobenius

Trong chuong nay, chiing toi trinh bay mot s6 kién thic chuan bi nhu
ham sinh, céc tng dung ctia ham sinh dé tim ham phan hoach cé gidi
han, tit d6 ching minh duge bai toan Frobenius cho hai s6 nguyén to ciing
nhau. Bai toan Frobenius cung cac vi du trong luan van giap tra 16i cau
héi s6 tién 16n nhat khong xuat hién khi dung hé thoéng tién méi hay s6
diém cao nhat khong xuét hién trong tro choi la bao nhiéu. Phan cubi ciia
chuong cling trinh bay mot s6 két qua vé s6 Frobenius trong truong hop

ba s6 va trong truong hop dic biét ciia cap so cong, cap sd6 nhan.

1.1 Ham sinh

Ham sinh c6 nhiéu tng dung clia toan roi rac cling nhu 1y thuyét so.
Ham sinh gitp ta chuyén nhitng bai toan vé day s6 thanh nhing bai toan
vé ham s6. Véi diéu nay ching ta c6 thé dé& dang gidi quyét dugc mot sb
bai toan.

Gié st ching ta khao sat mot day s6 vo han (a;)72, phét sinh trong
hinh hoc hoac theo ki¢u dé quy (truy hoi). Tim mot “cong thitc chinh xac”
dé tinh gia tri aj, theo chi s6 k? Cé bao nhiéu cach xéc dinh aj, khac nhau?

Chuyén day s6 nay vao ham sinh

F(z) = Z apzt

cho phép chiing ta tim ra cau tra 16i cho cac cau hoi trén mot cach vo cuing
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nhanh chéng va dé dang. Chiing ta coi ham F(z) nhu két qué clia viéc

chuyén déi day s6 (aj) tit ham 16i rac sang ham lién tuc.

Dé minh hoa cho céc khéi niém nay, chiing ta sé bat dau bang vi du co
dién vé day Fibonacci f;, dugc diit tén theo tén ciia nha toan hoc Leonardo

Pisano Fibonacci va duge dinh nghia béi cong thitc truy hoi
fo=0,fi=1, va fiyo = fry1 + fr v6i k > 0.
T do ta co gia tri day so
(fe)reo =1(0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...).

Bay gio ching ta hiy xem ham sinh c¢6 thé mang lai két qua gi cho ching

ta. Nhac lai ham sinh ctia day Fibonacci (f;)2, 1a

F(z):= kazk

k>0

Chung ta dit hai vé clia cong thitc truy hoi vao ham sinh nhu duéi day

Y e =) (e + )2 =D e+ fdt (1.1)

k>0 k>0 k>0 k>0
Vé trai ctia dang thic (1.1) bang
k 1 k+2 1 k 1
ka+22 :;mezz :§ka2 :g(F(Z)—Z)
k>0 k>0 k>2
Trong khi d6 vé phai clia dang thitc (1.1) c6 gia tri
1
Y fend > it =-F(z2) + F(2).
k>0 k>0 -

Theo d6, dang thitc (1.1) c6 thé viét lai nhu sau

S(F() —2) = “F(2) + F(2),
hoéac
P& =1

4



Khi chiing ta khai trién ham F(z) thanh mot chudi 1y thita, chiing ta sé

c6 duge day s6 Fibonacci 1a hé sd ciia chudi nhu dudi day

%:z+z2+2z3+324+525+826+1327+21z8+3429+....
—Z—Z

Bay gio ta st dung phuong phap giai ham httu ty thuong dung: phuong
phdp khai trién phan thiéc hau ty thanh cdc phan thidc hiau ty don gidn.

Xét truong hgp ctia chiing ta, phan mau s6 1a
1++/5 1-5
l—z—22=(1- 5 z 1-— 5 z

va khi khai trién thanh cac phan thic hitu ty don gian, ta c6

T VY AR T
F(z)—1_2_22—1_1+\/gz 1_1_\/5Z. (1.2)
2 2

Hai biéu thiic trén dugc khai trién thanh céc chudi thong qua chudi hinh

hoc
> ab = (1.3)

k>0

1 1-—
V5 2\/3,2. Tu do, ta thu dugce

Zva Il =

vOl gia tri tuong ing xr =

) = Z<1+2\/_> i(l )

1—2—22
510

i <1+\/_> (1—2\/5>k zk.

k:>0

So sanh céc hé s6 ctia z* trong dinh nghia F(z) = Y. fi2* v6i céc hé sb
k>0

ctia 2¥ trong biéu thitc F(2) bén trén, ching ta nhan duge cong thiic
k k
;= 1+v5) 1 [1-WV5
VAN vh\ 2




cho day Fibonacci.

Phuong phap phan tich mot ham sinh hitu ty thanh cac phan thiic don
gian nhu trén la mot trong nhitng cong cu toan hoc quan trong ctia ching
ta. Boi vi ching ta sé su dung phuong phap phan tich da thic hitu ty
thanh da thic don gidn nén ching ta phét biéu chuan tic phuong phap
nay bdi dinh 1y sau day.

Dinh 1y 1.1.1 (Khai trién phan thiic don gidn). Cho ham hitu ty

. p(2)
F(z) = TG —

trong do p la mot da thic co bac nho hon ey +es + ...+ ey va ag la cac

so phan biét, khi dé ton tai phép phan tich

[ cra Ch.2 Chc
F(z) = ’ ’ R
2 ;; (Z — ay, " (2 — ap)? et (z — ak)e’“> ’

trong dé cx; € C la gid tri duy nhat.

1.2 Hai hé dong xu

Hay tudng tuong ching ta dua ra mot hé thong dong tien mdi. Thay
vi viéc stt dung cac dong 1 cent, dong 5 cent, 10 cent va 25 cent, ching
ta dong v stt dung cac dong 4 cent, 7cent, 9 cent va 34 cent. Ching ta c6
thé chi ra dudge nhuge diém ctia hé théng dong tién mdéi nay nhu sau: mot
vai s6 tien trong hé théng cii 1a khong thé doi dudce sang sb tién trong hé
thong méi (trir cac dong tién c6 sdn), vi du 2 hoiic 5 cent. Tuy nhién, chinh
nhudce diém nay lam cho hé théng dong tién méi nay thia vi hon hé théng
dong tién cii, vi ching ta c¢6 thé dat ra cau hoi “cé thé thu duge tong gia
tri tién khong doi duge 1a bao nhieu?”. Thuc té khi stt dung hé thong tien
mdéi nay ching ta c6 it hon tién cit va do d6 phan du khong doi ducce bién
mat khéi thue teé.

Mot cau héi tu nhien dit ra, s6 tien 16n nhat khong thé doi co gia tri bao

nhiéu? Cau hoéi nay da nhan duge cau tra 10i dau tién bdi Ferdinand Georg
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Frobenius (1849-1917), va James Joseph Sylvester (1814-1897). Chung ta
muén dit ra mot cau héi mang tinh khai quat chung nhat c6 thé. Vi thé
chiing ta dua ra cau héi con duge goi la bai toan doi tien ctia Frobenius

nhu sau:

Bai 1.2.1 (Bai toan doi tién ctia Frobenius). Déi vdi cic dong tién co
meénh gid ai,as, . . ., aq la cdic s6 nguyén duong cé wdc chung lén nhat bang
1, cau hoi dat ra la: cé thé dua ra cong thic sé tién ldn nhat khong thé cd

duge bang cach st dung dong tién ai, as, ..., aq?

Dé phat biéu cu thé vé mit toan hoc, ching ta c6 mot tap hop sb
nguyén duong
A={ay,as,...,aq4}

v6i gcd(al, as, ... ,CLd) = 1.

Pinh nghia 1.2.2. S6 nguyén duong n dude goi 1a biéu dién duge bing

tap sO A trén néu ton tai cac so6 nguyén khong am my, mo, . . ., mg sao cho
n = miai; + MoQs + ...+ Mgyay.

Vi du 1.2.3. Cho tap s6 A = {2,3,5,7}. Khi do, cac s6
13=0-24+2-34+0-5+1-7,
15=0-245-34+0-54+0-7,
286=14-240-340-5+0-7,

nén ching biéu dién duge theo A.

Xét vé ngon ngit dong tien, diéu nay cé nghia la ching ta cé thée doi
duge n thanh cac dong xu aq, as, . . . , ag. Bai toan Frobenius (thuong dugc
goi 1a bai toan Diophantine tuyén tinh ctia Frobenius) yéu cau ching ta
tim ra s6 nguyén 16n nhat khong thé bicu dién théng qua cac sé nguyen

khong am ai, as, ..., ag nhu trén.



